Etude topologique de l'espace des homéomorphismes de Brouwer, I  by Le Roux, Frédéric
Topology 40 (2001) 1051}1087
Etude topologique de l'espace des homeH omorphismes
de Brouwer, I
FreH deH ric Le Roux*
Universite& Paris-sud, UFR de Mathe&matiques, BaL t. 425, 91405 Orsay Cedex, France
Received 1 August 1997; received in revised form 30 November 1999; accepted 16 March 2000
Abstract
A Brouwer homeomorphism is an orientation preserving, "xed-point free homeomorphism of the plane. The
space B of all Brouwer homeomorphisms is equipped with the compact-open topology. In these papers, we
study the homotopic and topological properties of B and of the subspace B consisting of the homeomor-
phisms that are conjugate to an a$ne translation. In the "rst article, we obtain the following main result: the
set ¹ of a$ne translations di!erent from the identity is a deformation retract of B, and the deformation
preserves B . The proof uses the dynamical properties of individual Brouwer homeomorphisms, classical
methods for deforming spaces of homeomorphisms, and a selection theorem.  2001 Elsevier Science Ltd.
All rights reserved.
Re2 sume2
On appelle home&omorphisme de Brouwer un homeH omorphisme du plan, sans point "xe, preH servant
l'orientation. L'espace B des homeH omorphismes de Brouwer est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts; le but de cette seH rie de deux articles est d'eH tudier les proprieH teH s homotopiques et
topologiques de B, et celles du sous-espace B constitueH des homeH omorphismes qui sont conjugueH s a` une
translation a$ne. Le reH sultat principal du premier article est le suivant: l'espace B se reH tracte par deH forma-
tion sur l'ensemble ¹ des translations a$nes di!eH rentes de l'identiteH , et la deH formation preH serve B . La
deHmonstration utilise les proprieH teH s dynamiques individuelles des homeH omorphismes de Brouwer, des
techniques classiques de deH formation des espaces d'homeH omorphismes, ainsi qu'un proceH deH de seH lec-
tion.  2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
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1. Introduction
Un home&omorphisme de Brouwer est un homeH omorphisme du plan, sans point "xe, preH servant
l'orientation. De tels homeH omorphismes interviennent de manie`re naturelle dans l'eH tude des
dynamiques de surfaces. Soit en e!et S une surface (orientable) et h un homeH omorphisme de
S (preH servant l'orientation); le reve( tement universel d'une composante connexe du compleHmentaire
dans S de l'ensemble des points "xes de h est homeH omorphe au plan, et si cette composante est
invariante par h, tout releveH de h est un homeH omorphisme de Brouwer. Cette remarque fournit une
strateH gie d'eH tude de la dynamique de h qui a eH teH utiliseH e par Brouwer, KereH kjaH rtoH , ou plus reH cemment
par Brown [6] ouWinkelnkemper [44,43]. Dans le me(me ordre d'ideH es, l'eH tude des homeH omorphismes
de Brouwer permet d'obtenir, par rele`vement au reve( tement universel d'un homeH omorphisme supposeH
sans point "xe, des theH ore`me de points "xes comme le theH ore`me de PoincareH }Birkho! (voir par
exemple Guillou [18]); c'est aussi la deHmarche qui motive le travail de Handel [20].
Le ceH le`bre theH ore`me des translations planes de Brouwer dit que si h est un homeH omorphisme de
Brouwer, alors tout point du plan est dans un domaine de translation, c'est-a`-dire un qgrandr
ouvert connexe, simplement connexe, sur lequel h est conjugueH a` une translation plane. En un sens,
ces homeH omorphismes ont donc une dynamique extre(mement simple, sans orbite reH currente.
Cependant, malgreH ce reH sultat, les homeH omorphismes de Brouwer restent mysteH rieux. Une des
di$culteH s est qu'il faut parfois une in"niteH de domaines de translation pour recouvrir le plan (on
a le me(me type de proble`me en essayant de classi"er les feuilletages du plan); un autre proble`me
vient du fait qu'on ne sait me(me pas deH crire les classes de conjugaison obtenues en recollant juste
deux translations (voir [29]). La litteH rature contient de nombreux exemples illustrant ces eH cueils:
homeH omorphismes avec un ensemble singulier dense [21, IV, Exemple 6], ne posseH dant pas de
droite proprement plongeH e invariante [8] ou me(me n'agissant de manie`re proprement discontinue
sur aucun ensemble fermeH connexe invariant [11], homeH omorphisme n'ayant pas de racine carreH e
bien que preH servant chaque feuille d'un feuilletage reH gulier [28]. L'eH tude des ensembles singuliers
d'un homeH omorphisme de Brouwer [21], ou celle des classes d 'homotopie d'homeH omorphismes de
Brouwer relativement a` un nombre "ni d'orbites [20], soulignent eH galement la richesse de ces objets.
On note B l'espace de tous les homeH omorphismes de Brouwer, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts; cette topologie permet notamment d'identi"er une isotopie
d'homeH omorphismes de Brouwer a` un chemin dans B. Les proble`mes dynamiques que posent les
homeH omorphismes de Brouwer nous ont ameneH s a` nous inteH resser aux proprieH teH s topologiques de
cet espace: est-il connexe par arcs (peut-on passer continu( ment d'une dynamique a` une autre)?
Simplement connexe? Quels types d'accidents rencontre-t-on quand on passe de la translation
a` une dynamique plus complexe?
Par ailleurs, des reH sultats issus d'autres types de syste`mes dynamiques montrent comment des
renseignements sur la topologie d'un espace de transformations peuvent apporter des eH clairages sur
la dynamique. Ainsi, Schmitt [37] a montreH que pour tout entier p (di!eH rent de 1), l'espace H

des
homeH omorphismes du plan preH servant l'orientation qui "xent uniquement l'origine et tels que
l'indice de Lefschetz du point "xe soit eH gal a` p est connexe par arcs; ceci lui permet ensuite d'eH tudier
la dynamique de syste`mes di!eH rentiels au voisinage d'une solution peH riodique isoleH e, et de
geH neH raliser un theH ore`me de Seifert [38]. Brown [7] a eH galement utiliseH le reH sultat topologique de
Schmitt pour montrer que si p est strictement plus grand que 1, les puissances d'un eH leHment de H

sont encore dans H

.
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MotiveH e a` l'origine par des proble`mes dynamiques, l'exploration de la topologie de l'espace
B nous fait rencontrer un autre domaine, celui des espaces d'homeH omorphismes. Les premiers
reH sultats remontent la` aussi au deH but du sie`cle. Tietze [40] donne une longue preuve de la connexiteH
par arcs de l'espace Homeo(D) des homeH omorphismes du disque qui "xent le bord. Cette preuve
est simpli"eH e par Smith [39]; puis Alexander [1] deH couvre son qastucer qui deHmontre en quelques
lignes la contractibiliteH de cet espace. Kneser montre ensuite que l'espace des homeH omorphismes du
plan se reH tracte par deH formation forte sur SO(2) [25]. Dans les anneH es 60}70, on s'est inteH resseH aux
proprieH teH s topologiques locales: Dyer et Hamstrom prouvent que l'espace des homeH omorphismes
d'une surface compacte est localement contractile [13], C[ ernavskii[ [10] et Edwards et Kirby [14]
eH tendent ce reH sultat a` toutes les varieH teH s topologiques compactes. Concernant a` nouveau les
surfaces, une cham(ne de reH sultats dus a` Mason [31], Luke et Mason [30], Geoghegan [17], Keesling
[22] et TorunH czyk [41] aboutit a` la conclusion suivante: l'espace des homeH omorphismes sur une
surface compacte est une varieH teH de dimension in"nie, autrement dit un tel espace est localement
homeH omorphe a` l'espace de Hilbert seH parable l

(le proble`me en dimension supeH rieure est toujours
ouvert).
Bonino [4,3] a montreH d'une part que B est connexe par arcs, et d'autre part que cet espace est
localement contractile. Ces reH sultats reH pondent notamment a` deux questions de Brown (voir [2,
Proble`me 3.11]). Il a eH galement montreH que l'espaceB des homeH omorphismes qui sont conjugueH s
a` une translation est dense dansB en un sens tre`s fort: pour tout homeH omorphisme de Brouwer h et
tout compactK du plan, il existe un conjugueH a` une translation qui comKncide avec h surK. La trace
d'un homeH omorphisme de Brouwer sur un compact du plan ne nous dit absolument rien sur la
complexiteH de sa dynamique!
L'objet de cet article est de poursuivre l'eH tude deB. On donne d'abord une nouvelle preuve, tre`s
visuelle, du premier reH sultat de Bonino (partie 4); puis on obtient le type d'homotopie du couple
(B,B ):
TheH ore`me 6.2. L'espace B se re& tracte par de& formation sur l'ensemble des translations aznes (de
vecteur non nul). De plus, la de& formation pre& serve l'espace B .
Le point principal de la preuve consiste a` associer a` chaque homeH omorphisme de Brouwer, de
manie% re continue, une courbe invariante appeleH e trajectoire (partie 5). Cette construction a neH cessiteH
la mise au point d'un theH ore`me de seH lection (TheH ore`me 3.7), dans l'esprit de ceux de Michael
[32}36], theH ore`me qui utilise des ideH es de convexiteH homotopique pour obtenir une seH lection
globale dans le cas ou` le proble`me local est supposeH reH solu.
Dans un deuxie`me article, nous redonnerons une preuve (tre`s di!eH rente) du type d'homotopie
faible de (B,B ), et nous montrerons que l'espaceB est un reH tract absolu de voisinage, ou qANRr
(et donc une varieH teH de dimension in"nie, d'apre`s les reH sultats des anneH es 1960}1970 citeH s preH ceH dem-
ment). La question de savoir si B est un ANR (ou me(me un espace homoge`ne) est encore ouverte.
2. PreH liminaires
Un des outils principaux de l'eH tude de l'espace B est le theH ore`me de Schoen#ies et surtout ses
versions a` parame`tres; une preH sentation de ces reH sultats se trouve dans le premier appendice. Le
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deuxie`me appendice deH crit quelques reH sultats de semi-continuiteH qui nous serviront de manie`re plus
eH pisodique.
Tous les espaces d'applications continues sont munis de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts (appeleH e aussi topologie compacte-ouverte). Pour toute varieH teH topologique
orientableM, on note Homeo(M) l'espace des homeH omorphismes deM et Homeo(M) l'espace des
homeH omorphismes isotopes a` l'identiteH . Un plongement est une application continue injective qui
est un home&omorphisme sur son image; cette dernie`re condition est automatique dans le cas ou` la
source est compacte, ou dans le cas d'une application du plan dans lui-me(me, mais pas pour une
application de la droite dans le plan. Un plongement est propre si l'image reH ciproque de tout
compact est compacte; si les espaces de deH part et d'arriveH e sont localement compacts, un plonge-
ment propre s'eH tend en un homeH omorphisme entre les compacti"eH s d'Alexandro! (en envoyant
l'in"ni sur l'in"ni).
2.1. Les homeH omorphismes de Brouwer
On appelle home&omorphisme de Brouwer un homeH omorphisme du plan, preH servant l'orientation,
sans point "xe. L'ensemble de ces homeH omorphismes est noteH B et muni de la topologie compacte-
ouverte. La droite reH elle  est identi"eH e au sous-ensemble du plan (x,0)/x3 et on parlera donc
par exemple des points 0 et 1. Dans toute la suite, le terme conjugue& est employeH dans le sens de
conjugue& par un home&omorphisme pre& servant l'orientation.
Pour u30, notons 

la translation de vecteur u, et posons "

. Toutes ces translations
sont (lineH airement) conjugueH es; on dira qu'un homeH omorphisme de Brouwer est conjugue& a% la
translation si il est conjugueH a` une translation (et donc aussi a` toutes les autres); on note B le
sous-espace de B formeH des homeH omorphismes conjugueH s a` . Rappelons qu'il existe des homeH o-
morphismes de Brouwer qui ne sont pas conjugueH s a` la translation (voir la "n de cette partie).
MalgreH cela, un homeH omorphisme de Brouwer a beaucoup de proprieH teH s en commun avec les
translations, et nous allons maintenant rappeler celles qui nous seront utiles. L'article d'origine de
Brouwer est la reH feH rence [5]; on peut trouver les preuves de tous les reH sultats qui suivent dans
l'article de Guillou [18].
Disques libres, disques critiques. Soit h un homeH omorphisme de Brouwer; on dira qu'un ensemble
du plan est libre par h si il est disjoint de son image par h. D'autre part, un disque topologique est un
ensemble du plan homeH omorphe a` un disque fermeH . Tout point du plan est dans l'inteH rieur d'un
disque libre: il su$t de choisir un disque centreH sur le point et de rayon assez petit.
Lemme 2.1 (Sur les disques libres, voir Guillou [18, Proposition 3.5]). Un disque topologique libre
par h est aussi libre par les puissances de h.
Un homeH omorphisme du plan se prolonge en un homeH omorphisme du compacti"eH d'Alexan-
dro! qui "xe le point a` l'in"ni. Le lemme sur les disques libres implique:
Corollaire 2.2. Un home&omorphisme de Brouwer n+a pas de point pe& riodique. Mieux, la suite des ite& re& s
positifs ou ne&gatifs d+un point tend vers le point xxe a% l+inxni.
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Fig. 1. Construction d'un arc de translation classique.
Un disque critique est un disque topologiqueD tel queDh(D) est non vide, mais d'inteH rieur vide.
On peut construire des disques critiques en faisant qgon#err des disques libres: soit x un point du
plan; pour r'0 on noteB

(x) le disque de centre x et de rayon r. Puisque h(x) est distinct de x, B

(x)
est libre quand r est assez petit. Posons alors r(h,x)"Supr'0 B

(x) est libre; il est facile de voir
que le disque B

(x) est critique. Le nombre r(h, x) est appeleH rayon critique de h au point x (voir
Fig. 1).
Arcs de translation et trajectoires. Un arc de x a` y est un plongement de l'intervalle I"[0,1] dans
le plan envoyant 0 sur x et 1 sur y. On confondra souvent l'arc et son image dans le plan. Un arc de
translation en x pour h est un arc  tel que (0)"x, (1)"h(x) et h()"(1). On construit un
objet essentiel en mettant bout a` bout tous les iteH reH s par h d'un arc de translation ; la trajectoire
engendre& e par l'arc de translation  est l'application noteH e Traj de  dans le plan deH "nie par:
(i) Traj";
(ii) Traj  "h Traj .
Comme pour les arcs de translation, on confondra pour les trajectoires les points de vue
qapplicationr et qsous-ensemble du planr (en tant que sous-ensemble du plan, la trajectoire est
juste l'union des iteH reH s de  sous h). Les trajectoires ont des proprieH teH s remarquables:
Proposition 2.3 (voir Guillou [18, Proposition 3.6]). Les trajectoires sont des sous-varie& te& s (non
ne& cessairement ferme&es) du plan; notamment, elles sont sans point double.
Les disques critiques permettent de construire des arcs de translation en n'importe quel point x:
soit D un disque critique contenant x, et y un point de Dh(D) (voir Fig. 1). Soit 

un arc de
x a` h	(y) dans Int(D)	h	(y), et 

un arc de x a` y dans Int(D)	y qui ne rencontre 

qu'au
point x. Comme h n'a pas de point peH riodique, il est facile de voir que 

	

est un arc de
translation en h	(y), et puisque les trajectoires sont sans point double, "

	h(

) est un arc de
translation en x. Si, dans la construction qui vient d'e( tre deH crite, D est le disque critique B

(x) et
si 

et h	(

) sont des rayons de B

(x) (comme sur la Fig. 1), on dira que  est un arc de
translation classique. Le bilan de tout ceci est:
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Proposition 2.4. Un home&omorphisme de Brouwer posse%de en tout point du plan au moins un arc de
translation classique.
Remarquons que de tous les concepts que nous venons de deH crire, les arcs de translation
classiques sont les seuls a` ne pas e( tre des objets dynamiques, c'est-a`-dire invariants par con-
jugaison.
Rappelons en"n qu'a` partir du lemme sur les disques libres, Brouwer a prouveH un reH sultat
beaucoup plus fort (que nous n'utiliserons pas), appeleH the&ore%me des translations planes (voir [5,18]).
Des exemples. Il est eH quivalent de dire qu'une trajectoire est propre (en tant que plongement de la
droite dans le plan) ou qu'elle est ferme& e (en tant que sous-ensemble du plan). Nous verrons dans la
partie 4 que lorsqu'un homeH omorphisme de Brouwer h posse`de une trajectoire fermeH e, il est tre`s
facile de construire un chemin dansB de h a` la translation (deuxie`me remarque suivant l'eH nonceH du
TheH ore`me 4.1). On a cependant les pathologies suivantes, classeH es par ordre de graviteH :
1. Tout homeH omorphisme de Brouwer non conjugueH a` la translation posse`de des trajectoires non
fermeH es;
2. l'homeH omorphisme de Reeb posse`de des trajectoires non fermeH es (Fig. 2), mais par tout point
passe une trajectoire fermeH e;
3. l'homeH omorphisme de la Fig. 3 ne posse`de aucune trajectoire fermeH e passant par le point x

(voir [27] pour une construction preH cise);
4. l'exemple de la Fig. 4 est un peu di$cile a` dessiner parce qu'il est tre`s di!eH rent d'un #ot:
notamment, il faut comprendre qu'il comKncide avec une translation vers la droite sur la reH union
des bosses en bas et en haut du dessin, et avec une translation vers la gauche sur l'orbite centrale;
la reH union des courbes en pointilleH est globalement invariante, chacune eH tant envoyeH e sur celle
immeH diatement a` sa gauche; on a aussi repreH senteH deux autres orbites. Cet homeH omorphisme est
une variante d'un exemple du( a` Brown et al. (voir [8]); il ne posse`de aucune trajectoire fermeH e.
2.2. L'espace des homeH omorphismes du plan
L'espace Homeo(), muni de la topologie compacte-ouverte, est un groupe topologique
seH parable (voir [24]) qui posse`de une meH trique comple`te. Une meH trique (non comple`te) est donneH e
par:
d(g

, g

)" 


Min
1
2
, Sup
 
(d(h

(x), h

(x)).
La proposition suivante permettra de simpli"er les preuves en se ramenant, par conjugaison
canonique, a` des homeH omorphismes de Brouwer posse`dant un certain nombre de proprieH teH s
suppleHmentaires. On pose:
Homeo

()"h3Homeo()  h(0)"0 et h(1)"1,
B
	
"h3B  h(0)"1,
B

"h3B  le rayon critique r(h,0) vaut 

,
B
	
"B
	
B

.
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Fig. 2. Une trajectoire non fermeH e pour l'homeH omorphisme de Reeb.
Fig. 3. Pas de trajectoire fermeH e en x

.
Fig. 4. Aucune trajectoire n'est fermeH e.
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Pour tout x30, on note Sim

l'unique similitude directe (c'est-a`-dire composeH e d'une
rotation et d'une homotheH tie) qui "xe 0 et qui envoie 1 sur x (si t3, Sim


est donc l'homotheH tie
centreH e en 0 et de rapport t). Pour tout t3]0,1[, on appelle 


l'application continue de [0,#R[
dans lui-me(me qui est l'identiteH hors de [0,1], envoie 1/2 sur t et est a$ne sur [0,1/2] et [1/2,1];



est alors l'homeH omorphisme du plan donneH en coordonneH es polaires par (r,
) C (


(r),
). On
rappelle que 

deH signe la translation a$ne qui envoie 0 sur u.
Lemme 2.5. L+application
BP[0,#R[,
(h,x) C r(h,x)
est continue.
Proposition 2.6. Les applications
(1) Homeo()PHomeo

()0
g C (Sim	
	
 
	
 g, g(0), g(1)!g(0)),
(2) B PB
	
0
h C (Sim	

 h  Sim

, h(0)),
(3) B PB

]0,#R[
h C (Sim	

 h Sim

, r(h,0)),
(4) B
	
PB
	
]0,1[
h C (	

 h 

, r(h,0))
sont des home&omorphismes.
DeHmonstration. LaisseH e au lecteur. 
2.3. Isotopies d +homeH omorphismes de surfaces
On note I"[0,1]. Soit X un espace topologique et >LX; on dit que > est un re& tract par
de& formation deX si il existe une application continue :XIP> telle que (., 0) est l'application
identiteH de X et (.,1) est une reH traction de X sur >, c'est-a`-dire une application de X dans > qui
eH tend l'identiteH de >. On dira que la deH formation est forte si on a (y, t)"y pour tout y3> et t3I.
L'espace X est contractile si il se reH tracte par deH formation sur un point. On dira aussi que X est
faiblement contractile si tous ses groupes d'homotopie sont triviaux.
Si de plus>L> etXLX, on dira que la paire (X,X) se reH tracte par deH formation sur (>,>) si
X se reH tracte par deH formation sur > et si l'application  veH ri"e pour tout x3X, (x,1)3>.
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Une isotopie est une application continue de l'intervalle I dans Homeo(X); il sera souvent
pratique d'utiliser l'intervalle [0,#R] a` la place de [0,1]. Si on a pour tout h appartenant a` une
certaine famille d'homeH omorphismes une isotopie (h


)


avec h"h

et que cette isotopie deH pend
continu( ment de h, on dira que l'isotopie est canonique; ce qui revient a` a$rmer que l'application
(h, t) C h


est continue (voir [12, XII.3]).
Nous allons maintenant commencer a` voir de quelle manie`re on peut se promener dans les
espaces d'homeH omorphismes de surfaces.
2.3.1. Au commencement, Alexander
On note Homeo(D, D) l'espace des homeH omorphismes du disque qui sont l'identiteH sur le
bord. On identi"e D au disque B

(0) du plan. qL'astuce d'Alexanderr [1] est une manie`re tre`s
eH leH gante de deHmontrer le theH ore`me suivant:
TheH ore`me 2.7. Homeo(D, D) est contractile.
DeHmonstration. Voici comment on obtient l'isotopie canonique (h, t) C h


: sur le disque B


(0),
l'homeH omorphisme h


est une qversion reH treH cier de h (plus preH ciseHment, le conjugueH de h par
l'homotheH tie de centre 0 et de rapport t); et on prolonge cette version reH treH cie par l'identiteH hors de
B


(0). 
Nous allons utiliser de nombreuses variantes de cette deH formation; en voici un exemple (dont la
preuve ne pose pas de proble`me):
Proposition 2.8. Soit g un plongement du disque D dans le plan; l+espace des home&omorphismes du
plan qui con(ncident avec g sur D est contractile.
2.3.2. Le theH ore`me de Kneser
Nous passons maintenant au rappel du type d'homotopie de l'espace des homeH omorphismes du
plan preH servant l'orientation (sans condition de point "xe), noteH Homeo(). Le theH ore`me suivant
est du( a` Kneser:
TheH ore`me 2.9. L+ensemble des rotations centre& es en 0, SO(2), est un re& tract par de& formation forte de
l+espace Homeo().
La deHmonstration de Kneser [25] fait appel a` la variable complexe; une preuve topologique
a aussi eH teH publieH e [16]. Nous proposons ici une deHmonstration tre`s simple (proche de l'ideH e
d'origine de Kneser) a` partir du theH ore`me de Schoen#ies a` parame`tres qd'extension avec rotation
au voisinage de l'in"nir qui se trouve en appendice (TheH ore`me 7.4); ce theH ore`me permet d'eH tendre
tout plongement du disque B

(0) dans le plan en un homeH omorphisme du plan qui comKncide avec
une rotation de centre 0 hors d'un disque (rond), l'homeH omorphisme et le rayon du disque variant
continu( ment par rapport au plongement.
DeHmonstration. Soit g un homeH omorphisme du plan preH servant l'orientation; on cherche une
isotopie canonique de g a` une rotation. Soit t un reH el plus grand que 1; on appelle (g, t) le
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plongement de B

(0) dans le plan donneH par Sim	


 g
 /
 
Sim


(rappelons que Sim


deH signe
l'homotheH tie de centre 0 et de rapport t). Le TheH ore`me 7.4 nous fournit un homeH omorphisme
h
 et un nombre R(g, t) tels que, si on pose g 
"Sim
  h
  Sim	
 , on a:
1. sur B


(0), g


"g;
2. sur B


0, g


est une rotation centreH e en 0;
3. Si g est une rotation, g


"g;
4. les applications (g, t) C R(g, t) et (g, t) C g


sont continues.
Remarquons que les conjugaisons par l'homotheH tie de rapport t puis par l'homotheH tie de rapport
inverse sont juste un moyen de se ramener du disque variable B


(0) au disque B

(0). Gra( ce a` la
condition 1, on peut deH "nir un homeH omorphisme g


en posant g

  
 
"g et g

  

 
"g


.
Notons (g, t) l'angle de la rotation avec laquelle g


comKncide au voisinage de l'in"ni. En faisant
varier t de#R jusqu'a` 1, on obtient une isotopie de g"g


a` un homeH omorphisme g

, telle que
g

est une rotation hors de B

0. On ne peut pas continuer de la me(me manie`re jusqu'a` t"0 car
en geH neH ral, l'angle (g, t) n'a pas de limite quand t tend vers 0. Il est cependant possible de terminer
l'isotopie de g a` une rotation a` l'aide d'une variante de l'astuce d'Alexander: pour t3]0,1], on pose
∀X3, g


(X)"tg

X
t .
Autrement dit g


est le conjugueH de g

par l'homotheH tie de centre 0 et de rapport t. Le fait que
g

soit une rotation au voisinage de l'in"ni entram(ne que g


a une limite quand t tend vers 0: on pose
g

eH gal a` la rotation d'angle (g,1). On veH ri"e que l'isotopie (g


)



laisse "xe les rotations, et
deH "nit une application continue des deux variables g et t. 
En utilisant notamment le premier homeH omorphisme de la Proposition 2.6, on obtient en
corollaire:
Corollaire 2.10. L+espace Homeo

() des home&omorphismes du plan qui pre& servent l+ orientation et
qui xxent 0 se re& tracte par de& formation sur le cercle des rotations. L+espace Homeo

() des
home&omorphismes du plan qui pre& servent l+ orientation et qui xxent 0 et 1 est contractile.
En"n, le theH ore`me de Kneser a aussi pour conseH quence (voir [4, Proposition IV.1]):
Proposition 2.11. L+inclusion BLHomeo() est nulhomotope.
3. Des proble`mes de seH lection
Le cadre geH neH ral des proble`mes de seH lection est le suivant: on se donne deux espaces
topologiquesX et>, et une application deX dans l'ensemble des parties non vides de> (que l'on
note 2). Une se& lection continue pour  est alors une application continue f :XP> telle que pour
tout x3X, f (x)3(x). La theH orie de la seH lection traite des proprieH teH s topologiques geH neH rales
concernant X, > et  qui impliquent (ou qu'impliquent) l'existence de f.
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Dans le deuxie`me article nous utiliserons un theH ore`me de seH lection de Michael, fondateur de la
theH orie, pour construire des rele`vements d'homotopies. Dans d'autres situations, aucun des
reH sultats de Michael ne pourra s'appliquer, et nous sommes contraints de fabriquer nos propres
eH nonceH s: on utilisera a` deux reprises le TheH ore`me 3.6 dans le deuxie`me article; ce premier texte
n'utilisera que le TheH ore`me 3.7; comme il nous paraissait di$cile de comprendre directement les
ideH es du TheH ore`me 3.7, nous exposons d'abord un eH nonceH simple qui ne nous servira pas
formellement (parties 3.2 et 3.3), puis le TheH ore`me 3.6 qui en est une geH neH ralisation (partie 3.4),
avant d'en venir au TheH ore`me 3.7 (partie 3.5). La partie 3.1 introduit les concepts neH cessaires.
3.1. Les outils
3.1.1. La paracompaciteH
On peut trouver les preuves de tous les eH nonceH s qui vont suivre dans les livres [12] ou [15]. Soit
X un espace topologique seH pareH . Un recouvrement deX est une famille d'ouvertsU"; dont
l'union est X. Un recouvrement est localement xni si tout point de X posse`de un voisinage qui ne
rencontre qu'un nombre "ni d'ouverts du recouvrement. SiU etV sont deux recouvrements deX,
on dit queV azneU si chaque ouvert deV est inclus dans un ouvert deU. L'espaceX est alors dit
paracompact si tout recouvrement de X peut e( tre a$neH par un recouvrement localement "ni. Un
recouvrement U"U est e& toilement xni si pour tout  , l'ensemble 3A ;;O est
"ni. L'espace X est dit fortement paracompact si tout recouvrement de X peut e( tre a$neH par un
recouvrement eH toilement "ni.
Les deux reH sultats suivants vont nous permettre d'utiliser la notion de paracompaciteH :
TheH ore`me 3.1 (Stone). Tout espace me& trique est paracompact.
TheH ore`me 3.2 (Kaplan). Tout espace me& trique se&parable est fortement paracompact.
Signalons eH galement que la paracompaciteH est eH quivalente a` l'existence de partitions de l'uniteH .
3.1.2. Complexes simpliciaux
Soit A un ensemble quelconque; un n-simplexe  de A est simplement une partie de A a` n#1
eH leHments; ses eH leHments 

,2, sont appeleH s sommets de , et le simplexe est aussi noteH  ,2,.
L'entier n est la dimension de . Une face de  est un simplexe  inclus dans . Un complexe
simplicial abstrait C sur A est un ensemble de simplexes de A, avec la proprieH teH que toute face d'un
simplexe dans C est encore dans C. La dimension de C est le maximum des dimensions de ses
simplexes. A tout complexe simplicial abstrait C correspond un espace topologique appeleH
re&alisation ge&ome& trique de C, noteH C et construit de la manie`re suivante: on consideH re un espace
vectoriel ¸(A) posseH dant une base b indexeH e par A. Au simplexe " ,2, (n*1)
correspond le simplexe ge&ome& trique ouvert
"





b 01 et





"1
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(les sommets "b sont eH galement consideH reH s comme des simplexes geH omeH triques ouverts). Le
simplexe ge&ome& trique ferme& est






b 0))1 et





"1.
L'ensemble C est alors la reH union des simplexes geH omeH triques ouverts deH "nis par C. Les simplexes
ouverts de C forment une partition de C.
Si on munit chaque sous-espace vectoriel de dimension "nie de ¸(A) de la topologie habituelle,
on peut deH "nir une topologie sur ¸(A) en disant qu'un ensemble ; est ouvert si son intersection
avec tout sous-espace vectoriel de dimension "nie est ouverte; et C est alors muni de la topologie
induite. Notamment, si > est un espace topologique, pour qu'une application de C dans > soit
continue, il su$t que sa restriction a` chaque simplexe geH omeH trique fermeH soit continue.
Le n-squelette de C est l'ensemble des simplexes de dimension infeH rieure ou eH gale a` n. Le bord
d'un simplexe  est l'ensemble  de ses faces propres. En"n, l'e& toile d'un simplexe  est l'ensemble
des simplexes dont  est une face, on la note Etoile(); le complexe C est dit localement xni si l'eH toile
de tout sommet est "nie.
3.1.3. Le nerf d +un recouvrement
Introduisons maintenant le concept qui relie complexes simpliciaux et recouvrements: soit
U"; un recouvrement de l'espace topologique X; le nerf de U est le complexe simplicial
abstraitN(U) dont les sommets sont les eH leHments de A, et tel que 

,2, est un simplexe de
N(U) si et seulement si 

; est non vide. Remarquons que le nerf d'un recouvrement
eH toilement "ni est localement "ni. D'autre part, l'outil essentiel est:
Proposition 3.3. Si U"; est un recouvrement ouvert de l +espace paracompactX, il existe une
application continue g :XPN(U) appele& e application barycentrique et ve& rixant: pour tout ,
g	(Etoile())L; .
DeHmonstration. L'ideH e de la construction est la suivante: en utilisant la paracompaciteH de X, on
peut trouver une partition de l'uniteH  subordonneH e a` U. L'application deH "nie par
g(x)"

(x)
convient. 
ReH sumeH . A tout recouvrement d'un espace me& trique est associeH un complexe simplicial, le nerf, et
une application dite barycentrique veH ri"ant la Proposition 3.3. Si l'espace est me& trique se&parable,
tout recouvrement peut e( tre a$neH par un recouvrement eH toilement "ni; le nerf de ce recouvrement
est alors un complexe simplicial localement "ni.
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3.2. Une situation simple
ConsideH rons l'eH nonceH suivant:
Proposition 3.4. Soit X un espace paracompact, et  :XPH"x3  x'0 une application
semi-continue infe& rieurement. Il existe alors une application continue  :XPH telle que pout tout
x, (x)((x).
Il conclut a` l'existence d'une seH lection pour l'application  : x C ]0,(x)[. L'hypothe`se de
semi-continuiteH garantit que pour tout x

et tout y

3(x

), l'application constante x C y

est une
seH lection locale, c'est-a`-dire une seH lection pour la restriction de  a` un certain voisinage de x

. On
peut deHmontrer directement cet eH nonceH ; pour recoller ces seH lections locales et obtenir une seH lection
pour , on a alors besoin de la structure a$ne de H et de l'existence de partitions de l'uniteH ,
c'est-a`-dire de la paracompaciteH de X.
3.3. Une premie`re geH neH ralisation
Nous allons d'abord prouver une geH neH ralisation de la Proposition 3.4, en autorisant l'espace
d'arriveH e a` e( tre plus compliqueH que la droite reH elle. Soit > un espace topologique; on note
2

l'ensemble des parties "nies de>. On dira que > est muni d'une structure h-convexe (qhr pour
qhomotopier) si il existe une application:
2

P 2
E C Conv(E)
veH ri"ant les trois axiomes:
(i) ∀y3>, Conv(y)"y;
(ii) ∀E,F32

, si ELF, alors Conv(E)LConv(F);
(iii) ∀E32

, Conv(E) est faiblement contractile.
Une partie P de > sera alors dite h-convexe si pour toute partie "nie ELP, Conv(E)LP.
TheH ore`me 3.5. Soit X un espace paracompact, et > un espace muni d+une structure h-convexe. Soit
 :XP2 ve& rixant:
(a) Pour tout y

3>, l+ensemble ;

"x3X  y

3(x) est un ouvert de X;
(b) Pour tout x3X, (x) est h-convexe.
Alors  admet une se& lection continue.
Remarque. La Proposition 3.4 est un corollaire immeH diat de ce theH ore`me: en e!et, la structure
convexe habituelle de  est aussi une structure h-convexe; et l'hypothe`se (a) correspond a` la
semi-continuiteH infeH rieure.
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DeHmonstration
Premie% re e& tape: se ramener a% un complexe simplicial. La proprieH teH (a) veH ri"eH e par  entram(ne que
U";



est un recouvrement ouvert deX. On noteN le nerf associeH (les sommets deN sont
donc les eH leHments de >), et g une application barycentrique.
Deuxie%me e& tape: construction de f. On va construire par reH currence sur le n-squelette deN une
application continue f : NP> veH ri"ant pour tout n*0 la proprieH teH :
(P

) : ∀"y

,2, y3N, f ()LConv(y ,2, y ).
 Soit y un sommet de N; on pose simplement f(y)"y. La proprieH teH (P

) est eH videmment
veH ri"eH e.
 Soit maintenant n*0 et supposons qu'on ait construit une application f, deH "nie sur le
n-squelette de N, et veH ri"ant la proprieH teH (P

). Soit "y

,2, y un (n#1)-simplexe de
N; il s'agit d'eH tendre a`  l'application f deH ja` deH "nie sur le bord . Or l'axiome (ii) de la structure
h-convexe sur > entram(ne que
f()LConv(y

,2, y).
Puisque la paire (,) est homeH omorphe a` (B,) (boule et sphe`re uniteH dans ), le fait
que le n-ie`me groupe d'homotopie de l'ensemble Conv(y

,2, y) soit trivial (axiome (iii) de la
structure h-convexe) permet alors de prolonger continu( ment f de manie`re a` ce que la proprieH teH
(P

) soit veH ri"eH e.
Troisie%me e& tape: f  g est bien une se& lection continue. La restriction de f a` tout simplexe fermeH est
continue, donc f est continue.
Pour tout x3X, soit "y

,2, y l'unique simplexe geH omeH trique ouvert contenant g(x).
Alors pour tout i"0,2, n, d'apre`s la Proposition 3.3, x3; , et par deH "nition des ouverts;

, y

3(x); donc Conv(y

,2, y)L(x) puisque (x) est h-convexe. D'autre part, f (g(x)) est
dans Conv(y

,2, y) d'apre`s (P ); l'application f  g est donc une seH lection pour . 
3.4. Une deuxie`me geH neH ralisation
L'absence de structure convexe aussi claire dans les situations que nous voulons eH tudier nous
force a` consideH rer un eH nonceH plus abstrait.
TheH oe`me 3.6. SoitX un espace topologique paracompact,> un espace topologique, et  :XP2. On
suppose qu+il existe un recouvrement U"; de X et une collection C"CNU de parties
non vides de >, ve& rixant:
(H1) ∀3N(U), ∀x3; , CL(x).
(H2) ∀,3N(U),  face de NCLC .
(H3) ∀3N(U), C est faiblement contractile (i.e. ses groupes d +homotopie sont tous nuls).
Sous ces hypothe% ses,  admet une se& lection continue.
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Remarque. Le TheH ore`me 3.5 est un corollaire de ce nouvel eH nonceH . En e!et, supposons que nous
soyons dans la situation du TheH ore`me 3.5. On pose alors U";



; pour tout
y

3>, C

"y

; et pour tout "y

,2, y3N(U), C"Conv(y ,2, y). Il est facile de
voir que les hypothe`ses du TheH ore`me 3.6 sont alors veH ri"eH es: la h-convexiteH des ensembles (x)
entram(ne (H1); (H2) et (H3) sont conseH quences des axiomes (ii) et (iii) de structure h-convexe.
DeHmonstration. La preuve est quasiment identique a` celle du TheH ore`me 3.5, avec les modi"cations
suivantes:
1. pour initier la reH currence, pour chaque sommet y du nerf, on choisit pour f (y) n'importe quel
eH leHment de C

;
2. on remplace partout qConv(y

,2, y)r par qC 2r.
Les veH ri"cations sont laisseH es au lecteur. 
3.5. Une variante
TheH ore`me 3.7. Soit X un espace topologique fortement paracompact, > un espace topologique, et
 :XP2. On suppose qu+il existe un recouvrementU"; deX et une collection C"C
de parties de > ve& rixant:
(H1) ∀, ∀x3;,CL(x);
et ∀ALA, A partie xnie telle que ;O,
(H2) CO;
(H3) C est faiblement contractile (i.e. ses groupes d+homotopie sont tous nuls).
Sous ces hypothe% ses, il existe un complexe simplicial localement xniN et deux applications continues
g :XPN et f : NP> telles que f  g soit une se& lection continue pour .
Remarques. L'hypothe`se (H1) assure l'existence de seH lections locales: sur chaque ouvert ; du
recouvrement, toute application continue (en particulier constante) a` valeurs dans C est une
seH lection. Nous allons dans un premier temps exposer la preuve dans le cas ou` l'espace de deH part est
un complexe simplicial localement "ni; il s'agit comme pour les eH nonceH s preH ceH dents d'une deHmon-
stration par reH currence sur le n-squelette du complexe simplicial; mais la construction sera plus
deH licate, et nous ne pouvons pas nous passer de la "nitude locale, ce qui explique l'hypothe`se de
paracompaciteH forte. L'hypothe`se (H2) sert a` pouvoir e!ectuer une seH lection privileH gieH e pour un
eH leHment appartenant simultaneHment a` plusieurs ouverts du recouvrement; on l'utilisera pour initier
la reH currence. L'hypothe`se (H3) permettra le qrecollementr, c'est-a`-dire le prolongement de la
construction a` un n#1-simplexe en supposant la seH lection deH ja` deH "nie sur ses faces.
PreH liminaire: a7ner le recouvrement U. Soit U"; n'importe quel recouvrement a$nant
U. Pour chaque , soit  un eH leHment de A tel que ;L; . On pose alors C"C et
C"C . Il est facile de voir queU et C veH ri"ent eH galement les hypothe`ses (H1), (H2) et (H3)
(pour la me(me application ).
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DeHmonstration du TheH ore`me 3.7 pour les complexes simpliciaux localement 5nis. On suppose dans
ce paragraphe que X est la reH alisation geH omeH trique d'un complexe simplicial localement "ni N.
Sous les hypothe`ses du theH ore`me, nous allons montrer que la conclusion est veH ri"eH e avec g eH gale
a` l'application identiteH .
Premier point: subdivision. Pour tout simplexe "

,2, de N, on pose:
;" 
2
Etoile(

).
Quitte a` prendre une subdivision deN, on peut supposer que le recouvrement ;N a$ne le
recouvrementU: en e!et, on peut d'abord obtenir une subdivision telle que le recouvrement par les
eH toiles des sommets a$ne U ([12, Appendice 1, TheH ore`me 5.1] dont la preuve est simple); il su$t
ensuite d'e!ectuer une subdivision barycentrique de cette subdivision. D'apre`s la remarque preH -
liminaire, on peut donc supposer que U";N (et que les eH leHments de C sont eH galement
indexeH s par N).
Deuxie%me point: construction de f. On va construire par reH currence sur le n-squelette deN une
application continue f :XP> veH ri"ant pour tout n*0 la proprieH teH :
(P

): ∀3N, f ()L 
	

C .
 Soit  un sommet deN; on conside`re A"Etoile(). L'ensemble A est "ni; par deH "nition des
ouverts ; , l'ensemble Etoile() est inclus dans ; qui n'est donc pas vide. D'apre`s
l'hypothe`se (H2), l'ensembleC est eH galement non vide. On deH "nit f () comme eH tant
n'importe quel eH leHment de ce dernier ensemble. La proprieH teH (P

) est eH videmment veH ri"eH e.
 Soit maintenant n*0 et supposons qu'on ait construit une application f, deH "nie sur le
n-squelette deN, et veH ri"ant la proprieH teH (P

). Soit  un (n#1)-simplexe deN. Puisque l'eH toile
de  est contenue dans l'eH toile de chacune de ses faces, la proprieH teH (P

) entram(ne:
f ()L 
	

C .
Or le complexe simplicial N est localement "ni; donc l'ensemble Etoile() est "ni, et
l'hypothe`se (H3) assure que 	
C est faiblement contractile. On peut donc prolonger
f a`  en respectant la condition
f ()L 
	

C .
On construit ainsi f sur le (n#1)-squelette, et la proprieH teH (P

) est veH ri"eH e.
Troisie%me point : f est bien une se& lection. Soit x3X, et  le simplexe geH omeH trique ouvert
contenant x. La proprieH teH (P

) impose notamment f ()LC . D'autre part, comme x3; ,
l'hypothe`se (H1) entram(ne CL(x). L'application f est donc une seH lection pour . 
DeHmonstration du TheH ore`me 3.7 dans le cas geH neH ral. PuisqueX est fortement paracompact, il existe
un recouvrement eH toilement "ni a$nant U. La remarque preH liminaire permet donc de supposer
que U est eH toilement "ni.
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Soit N le nerf de U et g :XPN l'application barycentrique. Pour tout 3A, on pose
;"Etoile() et C"C ; pour tout z3N, on pose (z)"	(x) (avec la convention
(z)"> si z  g(X)). On voit facilement que l'application : NP2, le recouvrement ; et
la collection C veH ri"ent encore les hypothe`ses du TheH ore`me 3.7.
Le cas des polyhe`dres ayant deH ja` eH teH traiteH , on peut appliquer l'eH nonceH a` cette situation et obtenir
une application continue f : NP> qui est une seH lection pour . Par deH "nition de , l'applica-
tion f  g est alors une seH lection pour . 
CompleHment (au TheH ore`me 3.7). On peut imposer a% l +application f de ve& rixer: pour tout x3X, il
existe  tel que x3; et f (x)3C .
DeHmonstration. Partant des hypothe`ses du theH ore`me, remplac7 ons par l'application deH "nie par
(x)"C x3;;
L'hypothe`se (H1) est encore veH ri"eH e par . En appliquant le TheH ore`me 3.7 a`  on obtient une
application f qui satisfait le compleHment. 
4. L'espace B est connexe par arcs
Ce reH sultat a eH teH deHmontreH par Bonino [4,3]; la preuve que nous allons exposer n'utilise que des
deH formations par conjugaison:
TheH ore`me 4.1. L+espace des home&omorphismes de Brouwer est connexe par arcs. Plus pre& cise&ment,
pour tout h3B, il existe une famille continue ( f


)



d 'e& le&ments de Homeo() telle que
lim

	

f


 h  f	


".
De plus, la convergence a lieu en un sens plus fort que la simple convergence uniforme:
∀t*0, f


 h  f


 
	"
 
 
.
Le deH but de l'eH nonceH peut se traduire par: Tout homeH omorphisme de Brouwer peut e( tre
deH formeH continu( ment, via des homeH omorphismes de Brouwer, en une translation. Le but de la
partie 6 sera de deHmontrer que la deH formation peut e( tre rendue canonique. En termes plus preH cis, le
TheH ore`me 4.1 a$rme qu'on peut associer a` chaque homeH omorphisme de Brouwer h un chemin
(h


)



dansB tel que h

"h et h


est une translation; nous chercherons dans les parties 5 et
6 a` preH ciser la construction pour rendre l'application h C (h


)



continue.
Pour prouver le TheH ore`me 4.1, nous allons construire une isotopie entre un homeH omorphisme de
Brouwer quelconque et la translation ; on peut visualiser cette isotopie sur la Fig. 7. Le scheHma de
deHmonstration est le suivant:
(i) soit h un homeH omorphisme de Brouwer; il existe alors un plongement du plan dans lui-me(me
qui conjugue une restriction de h a` la translation;
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(ii) l'inverse de ce plongement est limite d'une isotopie d'homeH omorphismes du plan;
(iii) en conjugant h par cette isotopie, on obtient le reH sultat rechercheH .
Remarques.
1. Tout homeH omorphisme de Brouwer h est dans la me(me composante connexe par arcs que tous
ses conjugueH s, puisque Homeo() est connexe par arcs et que l'application g C g  h  g	 est
continue.
2. Si h est un homeH omorphisme de Brouwer qui posse`de une trajectoire propre (voir la partie 2.1),
on peut construire facilement un chemin dans B de h a` la translation, voici comment: d'apre`s
le theH ore`me de Schoen#ies, il existe dans ce cas un homeH omorphisme du plan g
preH servant l'orientation tel que hI"g  h  g	 comKncide avec la translation  sur la droite , et il
su$t de trouver un chemin de hI a` . Ceci est possible gra( ce a` une variante de l'astuce
d'Alexander. Rappelons que 

deH signe la translation de vecteur u; pour tout t3[0,#R[, on
pose:
(i) sur [!t, t], hI


";
(ii) sur [t,#R[, hI


"


 hI  	


;
(iii) sur ]!R,!t[, hI


"
	

 hI  	
	

.
et on prolonge le chemin par continuiteH en posant hI


". La di$culteH principale de la preuve
du TheH ore`me 4.1 provient donc de l'existence d'homeH omorphismes de Brouwer n'ayant aucune
trajectoire propre (voir les exemples a` la "n de la partie 2.1).
4.1. Plongement qui conjugue a` la translation
Remarquons que la Proposition 4.3 ci-dessous se deH duit du theH ore`me de translation plane de
Brouwer [5,18]; neH anmoins, d'une part sa preuve ne neH cessite pas toute la puissance de ce
theH ore`me, et d'autre part nous aurons besoin des deH tails de cette preuve pour deHmontrer le
TheH ore`me 6.1. Le lecteur qui admet le theH ore`me des translations planes et deH sire seulement lire la
preuve de la connexiteH par arcs peut passer directement a` la Section 4.2.
On se donne pour le reste de cette partie un homeH omorphisme de Brouwer h. Nous allons utiliser
le vocabulaire introduit a` la Section 2.1.
Proposition 4.2. Soit D un disque critique; alors les seuls ite& re& s de D qui rencontrent D sont h(D) et
h	(D).
DeHmonstration. Soit x un point de D et p*2 un entier tel que h(x)3D. Le Corollaire 2.2 entram(ne
que h(x)Ox, il existe donc un arc  d'extreHmiteH s x et h(x) tel que x, h(x)LInt(D). Il est facile
de voir que  est libre. En eH paississant un peu  on obtient un disque libre d qui le contient. Mais on
a dh(d)O, ce qui contredit le Lemme 2.1 sur les disques libres. 
On en deH duit:
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Fig. 5. Deuxie`me eH tape.
Proposition 4.3. Toute trajectoire  posse%de un voisinage sur lequel h est conjugue& a% la translation.
Plus pre& cise&ment, il existe un plongement g :6 pre& servant l+orientation tel que
g    g	
 
"h
 
et l+image de  par g est .
DeHmonstration. La preuve est deH composeH e en quatre eH tapes:
Premie% re e& tape. Commenc7 ons par remarquer qu'il su$t de montrer que la proposition est vraie
pour un conjugueH de h; en e!et, si g convient pour f  h  f	 (c'est-a`-dire si g    g	"f  h  f	),
alors f	  g convient pour h. Les deuxie`mes et troisie`mes eH tapes consistent ainsi a` remplacer h par
un de ses conjugueH s, et l'eH tape 4 montre que ce conjugueH veH ri"e la proposition.
Deuxie%me e& tape. Soit  un arc de translation pour h, et  la trajectoire engendreH e. On peut
supposer que "[0,1] et que h
	
"
	
; en e!et, cette situation est obtenue en conjugant
h par un homeH omorphisme donneH par le theH ore`me de Schoen#ies. Ceci entram(ne h()"[1,2] et
h	()"[!1,0].
D'apre`s la Proposition 2.3, la trajectoire  est une sous-varieH teH du plan: si  est un nombre
strictement positif assez petit, l'arc "0[!,] ne rencontre  qu'au point (0,0) (voir Fig. 5).
On diminue encore  pour que cet arc soit libre. Par exemple, on peut prendre "r(h,0)/2, ou` r est
la fonction qrayon critiquer (voir la partie 2.1).
Troisie%me e& tape. Quitte a` conjuguer a` nouveau (par un homeH omorphisme qui "xe [!1,2] et
envoie  et h() respectivement sur 0[!1,1] et 1[!1,1]), on peut supposer que h" sur
l'ensemble [!1,1]	0[!1,1]. Dans cette situation, il n'est pas di$cile (en utilisant le fait que
h preH serve l'orientation) de voir que si  est assez petit, l'arc "[0,1] ne rencontre son image
qu'au point (1,) (c'est donc un arc de translation!). Par exemple, on peut poser
"(1/2)Min(1,Sup  h( )"(1,)). De me(me, si  est assez petit, l'arc "[0,1]! est
aussi un arc de translation. On conjugue h une dernie`re fois par l'application (x, y) C (x, y/) pour
avoir "1. Dans ce cas, le disque D"[0,1][!1,1] est critique, et veH ri"e
Dh(D)"1[!1,1] (Fig. 6).
Quatrie%me e& tape. Cette dernie`re proprieH teH est la qcondition de recollementr qu'il nous faut pour
construire une conjugaison avec la translation: soit g l'application continue de ]!1,1[ dans le
plan donneH par:
(i) g
	
"Id;
(ii) g  "h  g .
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Fig. 6. Troisie`me eH tape.
La Proposition 4.2 entram(ne alors immeH diatement que g est injective, c'est donc un plongement. En
posant g(x, y)"g (x,(y)) ou`  est un homeH omorphisme entre  et ]!1,1[, on obtient le plonge-
ment rechercheH . 
4.2. DeH formation de plongements
On note C

le carreH [!k, k].
Proposition 4.4. Soit g un plongement du plan dans lui-meL me pre& servant l+orientation. Il existe alors
une famille continue d+home&omorphismes du plan ( f


)



pre& servant l+orientation, telle que
f

"Id et
lim

	

f


 g"Id .
De plus,
 si g(0)"0 et g(1)"1, on peut avoir pour tout t, f


(0)"0 et f


(1)"1.
 la convergence a lieu au sens fort: pour tout entier k'0 et tout t*k, f


 g
 
"Id
 
.
DeHmonstration. Quitte a` composer g par un homeH omorphisme du plan qui envoie g(0) sur 0 et g(1)
sur 1, on peut supposer que g "xe 0 et 1. La construction de l'isotopie se fait par reH currence:
D'apre`s le theH ore`me de Schoen#ies, le plongement g
 
peut s'eH tendre en un homeH omorphisme
du plan; soit f

l'inverse de cet homeH omorphisme. D'apre`s le corollaire du theH ore`me de Kneser
(Corollaire 2.10), l'espace Homeo

() des homeH omorphismes du plan qui preH servent l'orienta-
tion et "xent 0 et 1 est connexe par arcs; il existe donc un chemin ( f


)


reliant f

a` f

"Id dans
cet espace.
Soit k'0, et supposons qu'on ait construit un arc ( f


)


dans Homeo

() tel que f

"Id
et f
 
"g
 
, c'est-a`-dire f

 g
 
"Id
 
. Le plongement g
 
s'eH tend en un homeH omorphisme
du plan, on appelle son inverse f

. Les homeH omorphismes f

et f

comKncident sur le disque
g(C

), on peut donc utiliser l'astuce d'Alexander (variante donneH e par la Proposition 2.8) pour les
relier par une isotopie ( f


)


a` support hors de g(C

).
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Fig. 7. Isotopie d'un homeH omorphisme de Brouwer a` la translation.
La famille ( f


)



construite de cette fac7 on veH ri"e bien la proprieH teH : pour tout entier positif
k et tout t*k, f


 g
 
"Id
 
, ce qui entram(ne la convergence uniforme sur les compacts. 
4.3. Isotopie sans point xxe
DeHmonstration du TheH ore`me 4.1. Quitte a` conjuguer, on suppose que h(0)"1. On conside`re un arc
de translation de 0 a` 1 qui engendre une trajectoire . La Proposition 4.3 fournit un plongement
g qui conjugue une restriction de h et la translation et qui envoie  sur ; quitte a` composer g, a` la
source, par une translation horizontale, on peut supposer que g "xe les points 0 et 1. La
Proposition 4.4 nous annonce de plus l'existence d'une famille d'homeH omorphismes ( f


)



qui
qconverge vers g	r quand t tend vers l'in"ni.
Posons maintenant h


"f


 h  f	


; alors h

"h. Pour t*k, f	

 
"g
 
, et (C
	
)LC

, donc
h

  	
"
 	
, ce qui assure la convergence de h


vers , et me(me la convergence au sens fort
(quitte a` reparameH trer le chemin).
La Fig. 7 repreH sente les homeH omorphismes h et h

; on a dessineH l'image du quadrillage entier par
g et par f

 g, sur laquelle l'action de h consiste simplement a` qtout deH placer d'une case vers la
droiter. Les pointilleH s repreH sentent la limite de la suite des iteH reH s par h


(t"0 ou 3) de la bande
f


 g([0,1]), et sont la` pour rappeler qu'en geH neH ral cette suite ne sort pas de tout compact. 
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5. Construction d'arcs de translation deH pendant continu( ment d'un parame`tre
Dans la partie preH ceH dente nous avons expliqueH comment, a` partir d'une trajectoire d'un
homeH omorphisme de Brouwer, deH former continu( ment cet homeH omorphisme en une translation.
Dans le but d'obtenir une deH formation canonique, on commence par associer a` chaque homeH omor-
phisme de Brouwer une trajectoire de manie% re canonique.
5.1. EnonceH du reH sultat
On note Plong([0,1],) l'espace des plongements de l'intervalle dans le plan, muni de la
topologie de la convergence uniforme.
TheH ore`me 5.1. Il existe une application continue
BP Plong([0,1],),
h C 

,
telle que pour tout h, 

est un arc de translation pour h en 0.
De plus, on peut e!ectuer la construction qpas trop loin de 0 et h(0)r: soit en e!et P

le disque
ouvert de rayon [0,2h(0)], et J

"Rempli(P

	h(P

)) (Rempli(X) deH signe le compleHmentaire de la
composante connexe non borneH e du compleHmentaire de X.) Alors:
CompleHment. Pour tout h3B, l +arc 

est inclus dans J

.
Ce compleHment servira dans le deuxie`me article (dans la deHmonstration du TheH ore`me 6.1); sa
preuve ne pose pas de proble`me, mais nous obligera a` compleH ter tous les eH nonceH s intermeH diaires
dans la deHmonstration du TheH ore`me 5.1.
IdeH e de la preuve. Remarquons avant tout que puisque les arcs de translations sont des objets
dynamiques, et que tout homeH omorphisme de Brouwer est canoniquement conjugueH a` un homeH o-
morphisme envoyant 0 sur 1 et ayant un rayon critique 1/2 au point 0 (points 2 et 4 de la
Proposition 2.6), il nous su$ra de nous inteH resser a` ceux posseH dant ces deux proprieH teH s suppleH -
mentaires.
Penchons-nous d'abord sur le proble`me local, qui consiste a` essayer d'associer continu( ment un
arc de translation a` chaque homeH omorphisme de Brouwer pris dans un voisinage d'un homeH omor-
phisme donneH h

3B
	
. L'ideH e la plus namKve consiste a` chercher un arc de translation de h

qui
soit encore un arc de translation pour tous les homeH omorphismes voisins; mais si 

est n'importe
quel arc de translation pour h

, il est facile de perturber leH ge`rement h

pour obtenir un homeH omor-
phisme h

3B
	
tel que h

(

)

contient deux points. On va commencer par montrer qu'en
conjugant canoniquement tous les homeH omorphismes de Brouwer, on peut les qreH gulariserr au
voisinage du point 0 et empe( cher ainsi ce type de pheH nome`nes (partie 5.2).
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Dans la partie 5.3, on utilise cette proprieH teH pour choisir pour chaque h

une collection d'arcs de
translation qui reste qvalabler sur un voisinage de h

(lemme qde choixr), et on eH tudie les
proprieH teH s homotopiques de ces collections d'arcs (lemme qde recollementr). On peut alors
appliquer le theH ore`me de seH lection 3.7 pour obtenir une construction globale.
5.2. ReH solution du proble`me local
On dira qu'un homeH omorphisme de Brouwer h ve& rixe la proprie& te& de stabilite& si il existe un
disque du plan de centre 0 et de rayon '0 sur lequel h est une isomeH trie euclidienne, composeH e
d'une rotation d'angle 3 et de centre 0 et de la translation ; les nombres  et  sont alors
appeleH s rayon et angle de stabilite& pour h. L'ensemble des homeH omorphismes de Brouwer veH ri"ant
la proprieH teH de stabiliteH avec un rayon supeH rieur ou eH gal a` 

sera noteH B
	
.
La cleH de la construction locale est donneH e par le lemme suivant:
Lemme 5.2. Il existe une application continue:
B
	
PHomeo(),
hC

,
telle que pour tout h, l+home&omorphisme 

 h 	

est dans B
	
.
CompleHment. De plus, le support de 

est contenu dans l+inte& rieur du disque B

(0).
DeHmonstration du lemme et du compleHment. Notons respectivement B et S le disque de centre 0 et
de rayon 

et son cercle frontie`re; pour tout h3B
	
, B est libre par h.
Pour tout h3B
	
, l'application 	  h
 
est un plongement de S dans le plan. On peut
alors prolonger 	  h
 
en un plongement g

de B dans le plan qui est eH gal a` la rotation de centre
0 et d'angle (h) sur le disque B	(0), ou` h C g ,  et  sont des applications continues, et (h)(;
ceci est en e!et une conseH quence du theH ore`me de Schoen#ies canonique A.4 qd'extension avec
rotation a` l'in"nir, dans lequel on a inverseH les ro( les de 0 et de l'in"ni (ce qui revient a` e!ectuer une
conjugaison par une inversion centreH e en 0).
Le plongement   g

, repreH senteH Fig. 8, comKncide avec h sur S et veH ri"e la proprieH teH de stabiliteH ; on
va modi"er h en remplac7 ant h
 
par   g

. Il faut voir que cette opeH ration peut se faire en conjugant
canoniquement h: le plongement 

"g	

 	  h
 
s'eH tend en un homeH omorphisme du plan
(noteH encore 

) a` support dans le disque B; la restriction de h 	

"  g

au disque B	(0) est
composeH e d'une rotation et de la translation , et le support de 

est disjoint de B	(1), ce qui
entram(ne que 

 h 	

veH ri"e la proprieH teH de stabiliteH avec (h) et (h) comme rayon et angle de
stabiliteH . Il ne reste plus qu'a` obtenir un rayon de stabiliteH constant: pour cela, soit 

un eH leHment
de Homeo(), deH pendant continu( ment de h, a` support dans B	(B), eH gal a` l'homotheH tie de
centre 0 et de rapport (8(h))	 sur le disque B	 (0) et eH gal a` l'homotheH tie de centre 1 et de rapport
(8(h))	 sur le disque B	(1); on ache`ve la preuve du lemme en posant "  . Le
compleHment est clairement veH ri"eH . 
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Fig. 8. Modi"cation de h pour obtenir la proprieH teH de stabiliteH .
5.3. Deux lemmes de topologie plane
Pour D disque topologique contenant 0 et 1 dans son bord, on note Arcs

(D) l'ensemble des
arcs  veH ri"ant (0)"0 et (1)"1 et tels que (]0,1[) est inclus dans l'inteH rieur de D; cet ensemble
est muni de la topologie compacte-ouverte.
Lemme 5.3 (qde choixr). Soit h

3B
	
. Il existe alors;

un voisinage (ouvert) de h

dansB
	
,
et D

un disque topologique du plan contenant les points 0 et 1 dans son bord, tels qu+on ait: pour tout
h dans ;

,
(P1) Tout e& le&ment de Arcs

(D

) est un arc de translation pour h;
(P2) Tous les arcs de translation classiques pour h sont dans Arcs

(D

).
CompleHment. On a de plus pour tout h3;

, D

LJ

.
Lemme 5.4 (qde recollementr). Pour tous disques topologiques D

et D

contenant 0 et 1 dans leur
bord,
(P1) Arcs

(D

) est contractile;
(P2) siArcs

(D

)Arcs

(D

)O, alors il existe un disque topologiqueD

contenant 0 et 1 dans
son bord, tel que Arcs

(D

)Arcs

(D

)"Arcs

(D

).
5.3.1. Preuve du lemme de choix et du compleHment
La preuve est en deux eH tapes: tout d'abord, on trouve pour h

"xeH dans B
	
un disque D

tel
que les proprieH teH s (P1) et (P2) du lemme de choix soient veH ri"eH es pour h

. Puis on montre, gra( ce a` la
proprieH teH de stabiliteH , que ces proprieH teH s sont ouvertes, c'est-a`-dire vraies eH galement pour les
h voisins de h

.
Premie% re e& tape. Soit h

3B
	
, B"B
 
(0) son disque critique en 0 et S le cercle frontie`re de
B. On appelle secteur angulaire d'un disque d centreH en 0 l'enveloppe convexe de la reH union de 0 et
d'un arc de cercle du bord de d. Nous allons deHmontrer le lemme suivant:
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Fig. 9. Position des arcs 

et 

.
Sous-Lemme 5.5. Il existe D disque topologique contenant les points 0 et 1 dans son bord, et ve& rixant:
(i) Dh	

(D)"0;
(ii) DB et h	

(D)B sont des secteurs angulaires de B;
(iii) Bh

(B)LInt(D).
CompleHment. On a DLJ

.
Remarque. Cet eH nonceH est motiveH par les constatations suivantes: la proprieH teH (i) entram(ne que tout
eH leHment de Arcs

(D) est un arc de translation pour h

, et les proprieH teH s (ii) et (iii) que tous les arcs
de translation classiques pour h

sont dans Arcs

(D).
DeHmonstration du sous-Lemme 5.5 et du compleHment. Pour tout ensemble K du plan, on note
Rempli(K) la reH union deK et des composantes connexes borneH es du compleHmentaire deK. Si J est
une courbe de Jordan, Rempli(J) est alors le disque topologique bordeH par J.
L'ensemble Sh

(B) est une reH union d'arcs ouverts du cercle S; parmi ces arcs, il y en a exacte-
ment un qui est dans la frontie`re de la composante connexe non borneH e du compleHmentaire de
B	h

(B). Appelons x et y les extreHmiteH s de cet arc, avec eH ventuellement x"y si Bh

(B) est reH duit
a` un point. Soient 

et 

les arcs de translation classiques, de 0 a` 1, passant respectivement par x et
y (voir Fig. 9). Si x"y, 

et 

sont confondus, et sinon ils ont pour seuls points communs leurs
extreHmiteH s 0 et 1; donc DI"Rempli(

	

) est soit l'arc 

, soit un disque topologique de frontie`re


	

. Comme h

(B) est un disque critique pour h

, la Proposition 4.2 s'applique et on obtient
h	

(B)h

(B)". Puisque h	

(DI )LB	h	

(B), on a alors DI h	

(DI )"0. Or on ne peut
avoir ni h	

(DI )LDI ni DI Lh	

(DI ) car h

n'a pas de point "xe, la seule possibiliteH restante est donc
DI h	

(DI )"0.
L'ensembleDI (arc ou disque) posse`de les proprieH teH s (i) et (ii) demandeH es par le lemme; par contre,
il veH ri"e seulement Bh

(B)LDI au lieu de (iii). On peut cependant obtenir un disque topologique
D posseH dant les trois proprieH teH s en eH largissant un petit peu DI a` l'aide du theH ore`me de Schoen#ies.
Comme DI est inclus dans J

qui est ouvert, on peut avoir encore DLJ

, et le compleHment est
alors veH ri"eH . 
Deuxie%me e& tape. On note deH sormais D

le disque fourni par le sous-Lemme 5.5. Nous allons
montrer que les proprieH teH s (P1) et (P2) de l'eH nonceH du lemme de choix, qui sont vraies pour h

, le
sont eH galement pour les h voisins de h

dans B
	
.
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Fig. 10. Utilisation de la proprieH teH de stabiliteH .
Fig. 11. Obtention de la proprieH teH (P2) du lemme de choix.
ProprieH teH (P1). C'est ici que nous allons utiliser la proprieH teH de stabiliteH : pour h assez proche de h

,
la restriction de h au disque b"B

(0) est une rotation de centre 0 et d'angle proche de (h

); donc
l'application Rot

"h	  h

est une rotation d'angle petit. D'autre part, S"D

b et
S"h	

(D

)b sont des secteurs angulaires de b qui ne se rencontrent qu'en 0 (proprieH teH s (i) et (ii)
du sous-Lemme 5.5); pour h proche de h

, Rot

(S) est donc aussi un secteur angulaire qui ne
rencontre S qu'en 0 (voir Fig. 10).
D'autre part, on a Rot

(S)"h	(D

)b et par conseH quent D

h	(D

)b"0. Mais
comme D

h	

(D

)"0 et que l'application
p C D

h	(D

)
est semi-continue supeH rieurement (voir le deuxie`me appendice, Lemme B.1), pour h proche de h

,
D

h	(D

) est inclus dans b: "nalement, il existe un voisinage;

de h

dansB
	
tel que pour
tout h dans ;

, D

h	(D

)"0, et la proprieH teH (P1) du lemme de choix est obtenue.
ProprieH teH (P2). On note B

le disque critique de h en 0. En utilisant les proprieH teH s (ii) et (iii) du
disque D

, on peut trouver un secteur angulaire S

(dont le rayon est un petit peu plus grand que
r(h

), voir la Fig. 11) tel que
B

h

(B

)LInt(S

)LInt(D

).
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Fig. 12. L'espace Arcs

(D) est contractile.
La proprieH teH de semi-continuiteH (Lemme B.1) et la continuiteH du rayon critique permettent donc,
quitte a` restreindre le voisinage ;

, d'avoir pour tout h dans ;

:
B

h(B

)LInt(S

)
ce qui oblige tout rayon joignant 0 et un point de B

h(B

) a` e( tre dans Int(S

)	0, donc a fortiori
dans Int(D

)	0. De me(me, il existe un secteur angulaire S

tel que
B

h	

(B

)LInt(S

)Lh	

(Int(D

)).
On restreint ;

pour avoir pour tout h dans ;

:
B

h	(B

)LInt(S

).
De plus, gra( ce a` la proprieH teH de stabiliteH et quitte a` restreindre une fois de plus ;

, on peut avoir
encore Int(S

)Lh	(Int(D

)) pour h3;

. En e!et:
 Les ensembles h	

(D

)b et S

b sont deux secteurs angulaires, et le premier contient le
second. Puisque les h veH ri"ent la proprieH teH de stabiliteH , l'argument illustreH a` la Fig. 10 s'applique
de nouveau, et on a aussi Int(S

)bLh	(Int(D

))b pour h proche de h

.
 D'autre part, l'ensemble S

Int(b) est un compact inclus dans l'ouvert h	

(Int(D

)). La
continuiteH de l'application (h,K) C h(K) entram(ne alors que S

Int(b)Lh	(Int(D

)) est encore
vrai pour les h voisins de h

.
Tout rayon joignant 0 et un point de B

h	(B

) est alors dans Int(S

)	0, et a fortiori dans
h	(Int(D

))	0.
Puisque les arcs de translation classiques sont construits a` partir de rayons du disque critique
(voir la Proposition 2.4), ces conditions entram(nent que tout arc de translation classique pour h est
eH leHment de Arcs(D

): la proprieH teH (P2) est veH ri"eH e. Ceci ache`ve la preuve du lemme de choix.
Comme l'application h C J

est semi-continue supeH rieurement (voir le Lemme 8.2 du
deuxie`me appendice), le compleHment deH coule immeH diatement du compleHment au sous-Lemme 5.5,
quitte a` restreindre encore le voisinage ;

.
5.3.2. Preuve du lemme de recollement
ProprieH teH (P1). La preuve de la proprieH teH (P1) est une variante de l'astuce d'Alexander, illustreH e
Fig. 12. A l'aide du theH ore`me de Schoen#ies, on peut supposer queD est le disque de centre 1/2 et de
rayon 1/2; on rappelle que  est identi"eH e a` 0. On note  l'eH leHment de Arcs

(D) donneH par
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l'inclusion [0,1]6. Pour tout t*0, soit 


l'homotheH tie de centre 1/2 qui envoie 1#t sur 1.
Soit maintenant 3Arcs

(D). Le plongement  veH ri"e (0)"0 et (1)"1; on peut donc prolonger
 a`  par l'inclusion canonique [0,1]6, on note encore  ce prolongement. Pour tout
t3[0,#R[ on obtient alors un eH leHment de Arcs

(D) en posant: pour tout s3[0,1],



(s)"


  	


(s).
On a 

"; on pose aussi 


". Il est facile de voir que l'application (, t) C 


ainsi deH "nie est
continue. Ceci montre que l'espace Arcs

(D) est contractile.
ProprieH teH (P2). Soit 

un eH leHment de Arcs

(D

)Arcs

(D

); alors 

(]0,1[) est un sous-
ensemble connexe de Int(D

)Int(D

). Soit D

l'adheH rence de la composante connexe de
Int(D

)Int(D

) contenant 

(]0,1[). Un reH sultat du( a` KereH kja`rtoH permet d'a$rmer que l'ensemble
D

est un disque topologique (voir [23], ou le reH sumeH dans [26]); il contient 0 et 1 dans son bord.
Il reste a` voir que Arcs

(D

)"Arcs

(D

)Arcs

(D

). L'inclusion directe est claire; mon-
trons l'inclusion reH ciproque. Soit 3Arcs

(D

)Arcs

(D

). Si (]0,1[)

(]0,1[)O, alors
l'ensemble (]0,1[)	

(]0,1[) est connexe, donc il est inclus dans Int(D

), et c'est termineH . Dans le
cas contraire, J"	

est une courbe de Jordan contenant les points 0 et 1, on appelle D le disque
topologique qu'elle borde. Il n'est pas di$cile de voir que si 
. D

, alors l'un des deux disques
topologiques D

ou D

est inclus dans D; ceci est absurde. 
5.4. Construction globale: utilisation du theH ore`me de seH lection
PosonsX"B
	
,>"Plong([0,1],); pour tout h3X, on appelle (h) l'ensemble des arcs de
translation en 0 pour h. Notons encore A"X, U le recouvrement ;



et C"C



, ou`
les ouverts;

et les ensembles d'arcs C

"Arcs

(D

) sont donneH s par le lemme qde choixr 5.3.
Nous allons montrer qu'avec ces notations, les hypothe`ses (H1)}(H3) du TheH ore`me 3.7 sont
veH ri"eH es.
Hypothe`se (H1). C'est exactement la proprieH teH (P1) du lemme de choix.
Hypothe`se (H2). Soient h

,2, h3A; si h3; , il existe au moins un arc de translation
classique  pour h (Proposition 2.4). La proprieH teH (P2) du lemme de choix entram(ne alors
3

C

, et (H2) est veH ri"eH e.
Hypothe`se (H3). Soient h

,2, h3A; siCO, alors en appliquant n fois la proprieH teH (P2)
du lemme de recollement 5.4 on obtient l'existence d'un disqueD contenant 0 et 1 dans son bord, tel
que 

C

"Arcs

(D). La proprieH teH (P1) dit que cet ensemble est contractile, ce qui prouve
(H3).
Fin de la preuve du TheH ore`me 5.1. On applique le TheH ore`me 3.7: il existe une application h C 

de X dans > qui est une seH lection continue pour .
Soit maintenant h3B. D'apre`s les points 2 et 4 de la Proposition 2.6 et le lemme de stabiliteH 5.2,
h est canoniquement conjugueH , via un homeH omorphisme du plan que l'on note g

, a` un eH leHment h
1078 F. Le Roux / Topology 40 (2001) 1051}1087
de X"B
	
. L'arc 

"g	

(

) est alors un arc de translation pour h, et il deH pend continu( ment
de h. Ceci termine la preuve.
Preuve du compleHment au TheH ore`me 5.1. Soit h3B
	
; alors J

"Rempli(Int(B

(0))	Int(h(B

(0)))).
Le compleHment du theH ore`me de seH lection 3.7 a$rme que l'arc 

est dans un ensemble
C

"Arcs

(D

) pour un h

tel que h3;

. D'apre`s le compleHment au lemme de choix, on
a donc 

LJ

.
Soit h3B et g

comme dans la "n de la preuve du TheH ore`me 5.1. Gra( ce au compleHment du lemme
de stabiliteH 5.2 et aux points 2 et 4 de la Proposition 2.6, on voit que g

est composeH d'une similitude
et d'homeH omorphismes a` support dans B

(0); donc g	

(Int(B

(0))) est le disque ouvert P

de centre
0 et de rayon [0,2h(0)]. Si h"g

 h  g	

, on en deH duit g	

(J

)"Rempli(P

	h(P

))"J

. Or h
est dans B
	
, donc 

LJ

d'apre`s le cas preH ceH dent; d'ou` 

"g	

(

) est dans J

.
6. DeH formation de l'espace B
6.1. EnonceH
Dans cette partie, nous allons deHmontrer le reH sultat suivant:
TheH ore`me 6.1. L+espace B
	
est contractile. De plus, la de& formation pre& serve l+espace BB	 .
Soit ¹ le sous-ensemble de B constitueH des translations a$nes, sauf l'identiteH ; ¹ est homeH o-
morphe au plan priveH d'un point. On deH duit du theH ore`me le type d'homotopie de B:
TheH ore`me 6.2. L+espace B se re& tracte par de& formation sur ¹. De plus, la de& formation pre& serve
l+espace B: autrement dit, la paire (B,B ) se re& tracte par de& formation sur (¹,¹).
Dans le deuxie`me article, on comple`tera ces eH nonceH s pour obtenir des deH formations fortes
(Proposition 5.1).
DeHmonstration du TheH ore`me 6.2 a` partir du TheH ore`me 6.1. La preuve est eH vidente en utilisant
l'homeH omorphisme entre B et B
	
0 (point 2 de la Proposition 2.6), puisque cet homeH o-
morphisme envoie ¹ sur 0 et B sur (BB	)0. 
Avant de nous lancer dans la preuve du TheH ore`me 6.1, consideH rons le lacet:
PB,
u C 

.
Il reH sulte du theH ore`me (et de la Proposition 2.6) que ce lacet engendre le groupe fondamental deB.
Il est facile de voir a priori pourquoi cette application n'est pas nulhomotope: simplement parce
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qu'en composant par l'application
BP0,
h C h(0),
on obtient un lacet du plan troueH qui n'est pas nulhomotope. Le theH ore`me montre en fait que cette
application est une eH quivalence homotopique; notamment, on obtient un isomorphisme entre le
groupe fondamental de B et  en associant a` un lacet (h


)


dans B le nombre de tours que fait
h


(0) autour de 0 quand t parcourt .
6.2. La preuve
On veut construire une application continue h C (h


)



de B
	
dans les chemins de
B
	
, telle que h

"h et h


". Comme expliqueH au deH but de la partie 4, l'ideH e consiste
simplement a` faire marcher la preuve de la connexiteH par arcs deB de manie`re continue en fonction
du parame`tre h; les outils qui rendent possible cette contrainte suppleHmentaire sont le theH ore`me de
Kneser (TheH ore`me 2.9), le theH ore`me de Schoen#ies a` parame`tres pour les graphes (A.3) et l'existence
d'arcs de translation deH pendant continu( ment du parame`tre deHmontreH e dans la partie preH ceH dente.
Remarquons qu'avec les me(mes ingreH dients, on peut aussi utiliser la preuve d'origine de la
connexiteH par arcs de B [4] pour obtenir une autre deHmonstration du TheH ore`me 6.1.
Reprenons les trois parties (4.1, 4.2 et 4.3) de la preuve du TheH ore`me 4.1 en expliquant comment
la construction peut e( tre rendue canonique.
6.2.1. Construction d 'un plongement canonique
On note Plong

(,) l'espace des plongements du plan dans lui-me(me qui "xent les points
0 et 1. Voici la version qa` parame`tresr de la Proposition 4.3:
Proposition 6.3. Il existe une application continue
B
	
PPlong

(,),
h C g

,
telle que pour tout h3B
	
, h"g

   g	

.
DeHmonstration. On suit "de`lement la preuve de la proposition sans parame`tre, a` laquelle le lecteur
est inviteH a` se reporter freH quemment:
Premie% re e& tape. On a le droit de remplacer chaque homeH omorphisme h en le conjugant
canoniquement: si h C f

est une application continue a` valeur dans l'espace Homeo

() des
homeH omorphismes du plan preH servant l'orientation et "xant 0 et 1, et si f

 h  f	

"g

   g	

,
alors h"( f	

 g

)    ( f	

 g

)	.
Deuxie%me et troisie%me e& tapes. Comme dans la preuve sans parame`tre, on remplace donc h par un
de ses conjugueH s. Ceci peut e( tre fait canoniquement car:
(i) Le TheH ore`me 5.1 nous fournit un arc de translation 

pour chaque homeH omorphisme h, et
l'application h C 

est continue;
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(ii) il n'est pas di$cile de voir que les formules


"

r(h,0)
et


"

Min(1,Sup  h( )"(1,))
deH "nissent deux fonctions continues de h (rappelons que  est l'arc [0,1]);
(iii) on peut alors conjuguer h par des homeH omorphismes du plan obtenus a` partir du theH ore`me de
Schoen#ies a% parame% tres (voir l'appendice A il n'est pas di$cile de s'assurer que les conditions
sur l'ordre cyclique des are( tes en un sommet du graphe sont veH ri"eH es).
On est ainsi rameneH a` une situation dans laquelle le disque D"[0,1][!1,1] veH ri"e
Dh(D)"1[!1,1] pour tout h.
Quatrie%me e& tape. Il ne reste plus qu'a` deH "nir g

comme dans la preuve sans parame`tre. 
6.2.2. DeH formation canonique de plongements
La proposition suivante correspond a` la Proposition 4.4:
Proposition 6.4. Soit
B
	
PPlong

(,),
h C g

,
une application continue; il existe alors une application continue
B
	
[0,#R[PHomeo

(),
(h, t) C f


,
telle que pour tout h, f

"Id et lim
	
 f
  g"Id . De plus, la convergence est uniforme en h.
Remarque. Cette proposition implique la contractibiliteH de l'espace Plong

(,).
DeHmonstration. Le theH ore`me de Schoen#ies a% parame% tres permet de prolonger canoniquement
chaque plongement g

en un homeH omorphisme du plan, dont l'inverse est noteH f

. Cet
homeH omorphisme "xe les points 0 et 1.
Puisque l'espace Homeo

() est contractile (Corollaire 2.10 du theH ore`me de Kneser), il existe
une isotopie canonique ( f


)


de f

a` f

"Id telle que tous les homeH omorphismes f
 "xent
0 et 1.
On passe de f

a` f

comme dans la preuve sans parame`tre: ces deux homeH omorphismes
comKncident avec g

sur le carreH C

; puisque l'espace des homeH omorphismes du plan dont la
restriction a` C

vaut g

est contractile (Proposition 2.8), on peut trouver un chemin canonique de
f

a` f

dans cet espace. La convergence qau sens fortr (pour tout entier k, pour tout t*k, pour
tout h, f


 g

"Id
 
) assure l'uniformiteH en h de la convergence. 
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6.2.3. Isotopie canonique
Comme dans la partie 4, il su$t pour conclure de poser h


"f


 h  f	


. L'uniformiteH en h de la
convergence dans la Proposition 6.4 assure la continuiteH de l'application (h, t) C h


aux points
(h

,#R) pour tout h

.
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Appendice A. TheH ore`mes de Schoen6ies a` parame`tres
Le theH ore`me de Schoen#ies qde baser a$rme qu'il n'y a qu' qun seul typer de plongement du
cercle dans la sphe`re:
TheH ore`me A.1. Soit i :6 l'inclusion canonique. Si  est un autre plongement de  dans ,
alors il existe un home&omorphisme h de , pre& servant l'orientation, tel que "h  i.
On peut aussi voir ce reH sultat comme un theH ore`me d'extension, puisqu'il annonce l'existence d'un
homeH omorphisme h qui prolonge   i	.
Le but de cet appendice est d'eH noncer des geH neH ralisations de ce theH ore`me: on voudrait d'une part
eH tendre des plongements de graphes "nis dans la sphe`re ou le plan, et d'autre part on aimerait que
l'extension obtenue soit canonique. On peut trouver la preuve de tous ces reH sultats dans [27]; les
ingreH dients principaux sont le theH ore`me de Riemann}CaratheH odory et la notion de bouts premiers
(essentiellement combinatoire puisque nous sommes dans le cas localement connexe). Notons que
le theH ore`me de Schoen#ies a` parame`tres (pour le cercle) est deH ja` citeH et utiliseH dans plusieurs textes
(voir [30,13,19,42]).
A.1. La notion de graphe eH pais
Pour nous, un graphe sera un complexe simplicial "ni, connexe, de dimension 1. De plus, on
notera K la reH alisation geH omeH trique du graphe K (voir la partie 3.1). Une areL te est un simplexe de
dimension 1; la valence d'un sommet est le nombre d'are( tes qui le contiennent.
Soit E un ensemble "ni; un ordre cyclique sur E est une permutation de E qui est transitive
(c'est-a`-dire qui posse`de un seul cycle, dont la longueur est eH gale au cardinal de E). Un
e&paississement  d'un graphe K est alors la donneH e, pour chaque sommet s de K, d'un ordre
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Fig. 13. Faces et composantes connexes du compleHmentaire du graphe.
cyclique 

sur l'ensemble A

des are( tes de K qui contiennent s. Un graphe e&pais K est un graphe
K muni d'un eH paississement .
Epaississement induit par un plongement. Soit K un graphe eH pais, S une surface orienteH e et i un
plongement de K dans S. Si s est un sommet deK et  une petite courbe simple fermeH e entourant i(s)
et rencontrant une seule fois les images de chacune des are( tes contenant s, l'ordre dans lequel on
rencontre les are( tes lorsqu'on parcourt  dans le sens donneH par l'orientation de S nous donne un
ordre cyclique sur ces are( tes; cet ordre est indeH pendant du choix de . Le plongement i induit donc
un eH paississement de K que l'on notera .
On dira que i est un plongement e&pais du graphe K si ". Si  est un autre plongement de
K dans S, l'eH galiteH " est une condition neH cessaire a` l'existence d'un eH leHment h3Homeo(S) tel
que h  i".
Les faces d'un graphe e&pais. SoitK un graphe eH pais. On se donne un sommet s

deK et une are( te
a

contenant s

. On pose alors a

"

(a

) (avec eH ventuellement a

"a

si s

est de valence 1), on
appelle s

la deuxie`me extreHmiteH de a

, puis a

"

(a

), s

est l'autre extreHmiteH de a

, et ainsi de
suite (voir Fig. 13). On dit que la suite F ainsi deH "nie est la face de K engendreH e par l'angle
(a

, s

, a

). Deux faces F et F seront identi"eH es si il existe un entier p tel que pour tout i, a

"a

.
Soit i un plongement de K dans . Il existe alors une bijection naturelle iH entre les faces de
K et les composantes connexes de i(K) (voir la Fig. 13).
A.2. EnonceH s
On se donne un graphe eH pais K et F l'une de ses faces. On note Plon(K,) l'espace des
plongements eH pais de K dans  (muni de la topologie de la convergence uniforme) et
Plon

(K,) l'espace des eH leHments  de Plon(K,) tels queR3H(F). On a alors les theH ore`mes
suivants:
TheH ore`me A.2 (TheH ore`me de Schoen#ies canonique). Soit i un plongement e&pais de K dans la
sphe% re. Il existe alors une application continue
Plon(K,)PHomeo(),
C h ,
telle que pour tout , h  i".
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Remarque. Une conseH quence inteH ressante, expliqueH e dans [27], est que l'espace Plon(K,) est
homeH omorphe a` l

SO(3). Ceci geH neH ralise des reH sultats de Luke et Mason [30, Lemme 12] ou [42,
TheH ore`me 5.3] et de Cauty [9].
TheH ore`me A.3 (Version dans le plan). Soit i un plongement e&pais de K dans le plan, tel que iH(F)
soit la composante connexe non borne&e du comple&mentaire de i (K). Il existe alors une application
continue
Plon

(K,)PHomeo(),
C h ,
telle que pour tout , h  i".
Soit maintenantD le disque uniteH de centre 0 dans le plan, i l'inclusion DL, et Plon(D,)
l'espace des plongements de D dans le plan qui preH servent l'orientation.
TheH ore`me A.4 (Extension avec rotation au voisinage de l'in"ni). Il existe une application continue:
Plon(D,)PHomeo(),
C h ,
telle que pour tout :
(i) h  i";
(ii) hors d+un disque centre& en 0 et dont le rayon varie en fonction de  de manie% re continue, h est une
rotation de centre 0;
(iii) si h est une rotation centre&e en 0 et "h
 /
, h"h.
Appendice B. Semi-continuiteH
Soient P et > deux espaces topologiques; on note F(>) l'ensemble des fermeH s de >. Une
application
PPF(>),
pCF

est dite semi-continue supe& rieurement (en abreH geH , scs) si pour tout ouvert O de >, l'ensemble
p F

LO est ouvert. L'application est semi-continue infe& rieurement (sci) si pour tout ouvert O,
l'ensemble p F

OO est ouvert.
Supposons maintenant que >". L'ensemble K des compacts du plan est muni de la
topologie de Hausdor! ; cette topologie est engendreH e par les ensembles du type K KLO et
K KOO ou` O est un ouvert quelconque du plan (remarquons qu'une application a` valeur
dansK est continue pour cette topologie si et seulement si elle est sci et scs). On a alors les lemmes
suivants (qui sont utiliseH s dans la partie 5):
1084 F. Le Roux / Topology 40 (2001) 1051}1087
Lemme B.1. L'application
Homeo()KPK,
(h,K)CKh(K)
est semi-continue supe& rieurement. Autrement dit, pour tout home&omorphisme du plan h, pour tout
compact K et pour tout ouvert O contenant Kh(K), il existe < voisinage de h dans Homeo() et
V ouvert du plan contenant K tels qu+on ait aussi Kh(K) inclus dans O pour tous h dans < et K
dans V.
DeHmonstration. La deHmonstration se fait en deux eH tapes:
1. l'application
Homeo()KPK,
(h,K)C h(K)
est semi-continue supeH rieurement (elle est me(me continue);
2. l'application
KKPK,
(K,K)CKK
est aussi semi-continue supeH rieurement.
Les deH tails sont laisseH s au lecteur. 
Soit B un disque topologique ouvert dans le plan. Pour tout h3Homeo(), soit F

la
composante connexe non borneH e du compleHmentaire de B	h(B), et J

le compleHmentaire de F

.
Lemme B.2. L+application:
Homeo()PF(),
hCF

est scs: pour tout compact K du plan, l+ensemble h KLJ

 est ouvert.
La deHmonstration est omise.
Dans le deuxie`me article, on utilisera une notion de semi-continuiteH supeH rieure leH ge`rement
di!eH rente de celle que nous venons de deH "nir: on dit qu'une application
PPF(),
pCF

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est scs si pour tout compactK du plan, l'ensemble p F

K" est ouvert. Ce qui revient a` dire
que l'application
PPF(),
pCF

	R
est scs pour la deH "nition donneH e preH ceH demment.
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